Wichtize Aspekte des Vektorbesriffes

S. Grosser, Wien

Zum Begriff des Vektors bzw. dem des Vektorraumes liegt eine
sehr umfangreiche Literatur vor. Fur rein mathematische Zwecke
erscheint das Instrumentarium der Linearen Algebra - Vektoren,
Matrizen, Operatoren und Formen - vorderhand so hervorragend ge-
eignet, daB wahrscheinlich nur ein neuer Entwicklungsschub inner-
halb der Mathematik zu einer Revision der gingigen Begriffsbil-
dungen fihren kdnnte. Trotzdem ist die didaktische Rezeption des
Vektorvegriffs noch nicht bis 2zu einem befriedigenden Punkt ge-~
diehen. Der Grund dafir liegt wohl einerseits in der Mehrfach-
belegung des Begriffs, in seiner historisch bedingten Vielschich-
tigkeit im Sinne der Anwendungen (innerhalb und auBerhalb der
Mathematik), andererseits aber auch in der Vielschichtigkeit des
mathematischen Isomorphie- bzw. Modellbegriffs, besonders im

Zusammenhang mit der Verwendung von Aquivalenzrelationen.

Im Folzenden werden in kompakter Weise einige dieser Aspekte
skizziert, deren Kenntnis beim Versuch der schulischen Vermittlung
als ausreichendes Hintergrundwissen auf Seiten des AHS- und BHS-
Lehrers anzusehen widre, Hierbei mufl sowonl auf die innermathe-
matische Vielschichtigkeit (Tangentialriume von Mannigfaltig-
keiten, Vektorfelder) als auch auf die gingigen physikalischen

Anwendungen (Ortsvektoren, freie Vektoren, linienfliichtige




"Vektor = Punkt eines Vektorraumes" sowie "Vektor = gerichtete
Strecke (in einem Vektorraum)" gleichzeitig gelten und in di-
daxtisch ansprechender Weise vermittelt werden sollte; ferner
selbstverstidndlich ist, daB als Ausgangspunkt der Diskussion

cer Strukturbegriff "Vektorraum" dient.
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§ 1. Der axiomatische Vektorbeecriff

Unter einem Vektorraum V iber dem Xdrper K versteht man
bekanntlich ein Tripel (V,+,A), wo +: VXV =2 V, A: KExV o V
die Vektoraddition bzw. Skalarmultiplikation bedeutet und
die Ublichen Eigenschaften dieser Cperationen vorliegen. Als
Beispiele seien erwidhnt: (R™,+,A); (K™, +,A) = Vektorraum der
n-Tupel iiber K; (Kn[x],+,A) = Vektorraum der Polynome vom
Grad s n iber K; (sc([a,b]),+,A) = Vektorraum der stetigen
Funktionen f: [a,b] » R; schlieBlich der R-Vektorraum der

Losungen der Differentialgleichung y" - 2y'+y = O u.a.m.

Wir halten formell die im strukturmathematischen Sinn

einzig "richtige" Definition des Vektorbegriffs fest:

DN 1 Ein Vektor ist ein Element eines Vektorraumes.

Uberpriift man diese Definition anhand der zitierten Beispiele,

so sieht man sofort, daB nicht einmal den Elementen x==(x1,...,xn)
des n-Tupelraumes K" die "gewohnte" Eigenschaft "Vektor = ge=-
richtete Strecke" zukommt, es sei denn, man deutet x als den
Endpunkt der Strecke ox, wo ¢ = (0,...,0) def Nullvektor ist,

was die Identifikation von x als Ortsvektor ergibt.




K<rs
180
.
L=y
‘ b
[
P—J
Q
@
3

o
ot

o3
1]
=
2
ot
[
a2
]
o
6]
G2
~
jot
o
2.
[}

o]

FZ'.I

=

£

[rR

D

Pa die Schulmathematik im Sinne des "intentionalen Unterrichts"
nicht den "h8heren Standpunkt" ginzlich ignorieren kann,
besteht die Notwendigkeit, auch einen Blick auf den erweiterten

Vektorbegriff der Universitdtsmathematik zu werfen.
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Pir Funktionen f: DeR -» R, wo D eine (offene) Teilmenge

von RY bedeutet ist die Richtungsableitunz im Punkt x€ D in

Ricnhtung eines in x affichierten Vektors X durch
[ £{x+tX) - £(x)]
definiert; das ist die Anderung

von f pro lLidngeneinheit in x, in

Richtung ¥ gemessen. Fir diese

Definition bendtigt man alzo einen

Vektor X, der in x seirnen Anfangs-

punkt hat; die Menge dieser ¥ bil-

. ) : N ~
des den Tangentialraum TX(D) = TX(HL) vornn D im Punkt x, den man
sich als eine nach z verschobene Xopie das R denken kann. In

“or oblgen Formel wird aber die Linearkombination x + t¥ betrach-

cs . . o . C
» Ale curch Berechnung in R, nicht in TX{D), entsteht,
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Df(x) von f in x, einer linearen Funktion TX(Rn) > Tf(x)(Rm)
ist D,f durch die Formel (Df)(x)(X) = (Dxf)(x) verkniipft, so
3aB fir die Beschreibung von Df(x) die obigen Vektoroperationen

und -deutungen eine Rolle spielen.

In verstirktem MaBe gelten diese Behauptungen fir Mannig-

faltigkeiten. So sei z.B. M eine Ellipse und x€ M. Der Tan-

gentialraun TX(M) ist die Tangente (im gewdhnlchen Sinne) an x

in RZ und das Tangentenbiindel T(M) von M ist die disjunkte

Vereinigung U TX(M). Flir diese eindimensionale Mannigfaltig-
x€M

keit M ist jedes TX(M) eine Kopie
1 i . .

von R , die man sich als in X an-

geheftet vorstellt. Ebenso ist

(um bei einfachen Beispielen zu

- bleiben) fir ein Ellipsoid M und
T (M
Y x € M der Tangentialraum T_(M)
(Tangentialrdiume) x .
eine in x angeheftete Zbene im R” etc.
Analog basieren fir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M Be-

rechnungen in TX(M) auf den gewdhnlichen Vektoroperationen des Rn,

auf Ortsvektoren im Sinne von § 1 ausgefihrt.

8in Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit M ist einfach eine

Zuordnung x » V_, Wo v_€ TX(M): in jedem Punkt x von M wird also

ein Vektor v, im Tangentialraum TX(M) ausgewihlt (wobel zumeist

noch Stetigkeits~ oder Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gelten).




Diese kurzen Erdrterungen machen

es plausibel, daB fir die ange-
messene Beschreibung der erwdhnten
Sachverhalte ein flexibler Vektor-
begriff, gepaart mit einer Vielzahl

(Vektorfeld auf ein-

dimensionaler Mannig ven Modellen desselben Vektorraumes,
faltigkeit)

zur Verfigung stehen mug.

§ 3. Bemerkungen zu physikalischen Vektorbeszriffen

Bei der Beschreibung gewisser physikalischer Phinomene (ebene

konstante Stromung, konstanter Wind, etc.) tritt der "freie" Vektor als

Pfeilklasse auf. Anders ist die Situation etwa bei der Bewegung
einer Punkimasse m entlang einer Kurve x = f(t), wo f: [a,b]ci%aﬁ3.
Die Geschwindigkeit %(t), Beschleunigungof(t) und die auf m ein-
wirkende Kraft k(t) sind als von x ausgehende Ortsvektoren vor-
stellbar, die in einer in x angehefteten Kopie des R liegen.

Nur %(t) liegt im Tangentialraum

TX(M) der durch f unter gewissen

Voraussetzungen definierten ein-

dimensionalen Mannigfaltigkeit;

¥h)mMKHL$mk&)=m¥ML
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gehOren zum Tangentialraum TX(RB).
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Analog werden bei der Beschreibung von physikaiischen Kraft-
feldern {(elektrostatische, magnetische, etc.,) Ortsvektoren aus
dem jeweiligen Tangentialraum, insgesamt also Vektorfelder im
Sinne von § 2 verwendet; und die Superimposition von Feldern
(in den linearen Feldtheorien) lauft wieder auf Addition von

Ortsvektoren im jeweiligen Tangentialraum hinaus.

Eine interessante Modellbildung resultiert aus der Betrachtung
von Drehmomenten. Die Kraft k erzeugt in & beziiglich des Kraft-
arms r das Drehmoment rx k. Wird k ldngs der Geraden g verschoben,
so resultiert das Drehmoment T x K.
Da aber f*-r = ck, wo c€R, gilt

™ x K = rxk, wobei in R® mit Null-

punkt e unter Verwendung der Identi-
(linienflichtiger Vektor) ‘ .

fikation k = k gerechnet wurde. Da
sichkalso ldngs g bveliebig verschieben 1#Bt, ohne dafl sich das
Drehmoxzent bezliglich ¢ dndert, spricht man von einem linien-
flichtizen Vektor. Nun ist aber kx r andererseits einfach ein
in Richtung der z-Achse von e ausgehender Vektor, und jeder sol-
che Vektor (0,0,d) 148t sich als de, X e, mit.e1 = (1,0,0),
ey = (0,1,0), das heiBt, als ebenes Drehmoment darstellen. Man
reprisentiere nunrx k als das von r und k beziiglich o aufge-
spannte Dreieck und nenne es Hquivalent zu dem von s und 1 auf-
gespannten, wenn rX k = sx 1. Die obigen Uberlegungen zeigen,

da3 die Menge der Aquivalenzklassen dieser (flachengleichen)

Dreiecke ein Modell fir R (reprisentiert durch die z-Achse) ist.




Bei rAumlichen Drehmomenten ist die Ilage komplizierter; ihre

Kquivalenzklassen entsprechen

_ gi §= einem R’. (Der Exponent 3 resul-
tiert nicht von einem Druckfehler,
7 sondern, wenn man es sSo Sehen will
aus der Tatsache, dad der R3 mit x
z-Achse

eine einfache Lie-Algebra ist!).
(Drehmomente)

§ 4. Das schulmathematische Minimalprogramm

Diese skizzenhaften Uberlegungen legen nahe, daB3 die fol-

gende Definition (fiir n=12,3) zu produzieren ist:

DN 4 Ein Vektor im 52 ist eine Aquivalenzklasse ven gleich

langen, orientierten Strecken.

Damit diese Definition den Namen einer solchen verdient,

missen ihr zweil andere vorangestellt werden, nimlich:

PN 2 ZTine gerichtete Strecke mit Anfangspunkt x und Endpunkt x'

ist das geordnete Paar (x,x') € R"xRrD,

.-}

N3 (x,x'")~ (y,y')ox'=x =y'~y. (Skizze!)
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ausgezeichneter Reprisentant
(Vektor als Pfeilklasse)

Es ist einfach zu sehen, daB ~ eine Aquivalenzrelation auf
R x R® darstellt. Was aber ist die Familie (R®xR®)/~ der

Aquivalenzklassen?

saTZz  (R™"xR™)/~ wird durch (x,x') » x' -x bijektiv auf R" ab-

gebildet.

BW Es geniligt ein Blick auf die letzte Skizze.

Somit hat sich die essentielle Ubereinstimmung der beiden
Vektordefiniticnen (DN 1 = "Ortsvektor" = "Pfeilklasse" = DN 4)
modulo der Wahl des Modells herauss2stellt, wobei man mit Pfeil-
klassen so rechnet, wie man es immer schon getan hat bzw. tun wollte
d.h. indem man die Klasse von (x,x') durch den Ortsvektor x'-x

reprisentiert.

Diezuletzt dargestellte exakte Fassung des Definitionsproblems
kann im Unterricht zumindest durch ansprechende Zeichnungen ver-
deutlicht werden; die inhaltlichen Ingredienzen - "geordnetes
Paar", "Aquivalenzrelation", "bijektive Abbildung" - gehdren ja
zun Schulstoff und treten hier in anspruchslosem Gewande auf.

AbschlieBend sei festgestellt, dal durch ein solches Vorgehen
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in bezug auf die hbhere M
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Chemie) Rechring getragen wird.
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